9.1

Definicoes

1) Seja f diferencidvel em xo, entdo existe reta tangente em x = xo:
Ti(x) = f(x0) + f'(x0) (x — xo).
Temos 7 (xo) = f(x0). Seja Ry (x) = f(x) — T (x), assim

lim R (x) = lim [ (x) — f(x0) — f'(x0) (x = x0)] = 0.

X—rX0 X—rX0
R
Mostremos que lim,_,y, ﬂ =0.

X — X0

J— p— / J— J—
i L) = F(x0) = f1(x0) (e —x0) _ . f(¥) = flx0) ~ (x) =0.
X—¥XQ X— X0 X—>X0 X —X0

R (x)

Logo, f(x) = f(x0) + f(x0)(x —x0) + R1(x) = T1 (x) + R (x) e lim,_,y, ox 0.
2) Seja f 2 vezes diferencidvel em x = x¢. Vamos aproximar f por polindmio de grau 2 perto do
X0:
T(x) =A+B(x—xy) +C(x—xp)%

Seja Ry (x) = f(x) — Ta(x). Escolhemos A, B e C de tal modo que

R R
im B2 g gy R

xX—x0 X — X0 X—rX0 (}C — XO)
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Figure 9.1: Reta tangente (primeira aproximacao)

Figure 9.2: Segunda aproximacao
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Observe que a igualdade

lim Ry (x) = lim [f(x) —A —B(x—x0) —C(x—x0)*] =0

X—X0 X—X0

¢ equivalente a

A= f(xp).
Por outro lado
i R () = f(xo) — Blx —xo) —Clx—x0)* _ lim[f(x) — f(x0) _B]=0
X—=Xo X — X0 X—X0 X — X0 X—X0 X — X0
€ equivalente a
B = f'(xo).
Finalmente
i R f(x) = f(xo0) — f'(x0) (x —x0) = Cx —x0)®
X—X0 (x—xO>2 X—X0 (x—xO)2
= lim [f(x) — f(x0) — f'(x0) (x —xo) — C] = pela Regra de L'Hopital
X—>XQ (x—xo)2
_ o ) =)
=ieT, 9=
se e somente se
C _ f//(sz)

Portanto

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x—x0) + " (x0) (x — x0)* + Re(x) = Ta(x) + Ra (),

Ry (x)

[

com limy_,y,

Teorema 9.1.1 — de Taylor. Seja f uma funcio n-vezes diferenciavel em xp. Entdo

S (x0) (x = x0)? S (x0) (x = x0)"

Fx) = Fx0) + (o) (e o) + LRIy SRRV SZI0P ),
onde lim,_,y, Rn—(x) =0.
(x —xp)"

Definicdo 9.1.1 Seja f uma funcdo n-vezes diferenciavel em xg. O polindmio

1 . 2 (n) _ n
f(XO)(ZJ!C %) S (XO)n(!x Xo)

T (x) = f(x0) + f'(x0) (x —x0) +

B

se chama polinémio de Taylor de ordem n da fungdo £ em torno xy.
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» Exemplo 9.1 Ache 7>(x) para f(x) = cosx em torno xo = 0.

Solucdo. Temos
f(x) =cosx,= f(0) =1,

f'(x) = —senx, = £/(0) =1,
f"(x) = —cosx, = f"(0) = —1.

2 2

Assim Tz(x):l—% ef(x):cosle—%—i-Rz(x). )
= Exemplo 9.2
2 x2
—1 1-%5—14R “ 5 R 1
im <27 = lim 2 +Ra(%) = lim | —2 + 22 (x) =—=.
=0 x? x—0 x2 =0 | x2 x2 2

Séries de Taylor

Seja f(x) =¥ gen(x—a) = co+c1(x—x0) +ex(x—x0)> + ..., em (a — R,a+ R). Procuremos
¢y Sabemos que f(x) € derivavel em (a — R,a + R), portanto

fla) =co
f'(x) =c1+2c2(x—a) +3C3(x—a)2+ cerw = fla)=cy
f'(x) =2c2+2-3-c3(x—a)+3-4-c4x—a)*+.... = f"(a) =2c,
(n)
continuando, ¢, = ! '(a).
n!

Teorema 9.2.1 Seja f(x) =Y ocn(x—a)" em (a— R,a+R), entdo

w f"(a)

ou seja f(x) = Lo ™y

(x—a)".

Definicdo 9.2.1 Seja f infinitamente derivivel em a. A série

= o(n)(4
;)f !()(x_a)n

n
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£™(0)

n!

X" € dita série de

¢ dita uma série de Taylor de f em torno a. Se a =0, a série Y,

Maclaurin.

Obs ) [Unicidade de expansio de f(x) em série] Se f(x) = X7 gca(x—a)" e f(x) =
Yo oCn(x—a)", assim por Teorema 9.2.1

Conclusao: se f(x) estd definida por uma série de poténcias, entdo essa série é a série
de Taylor.

= Exemplo 9.3 Seja f(x) = arctanx. Lembra que

oo (_l)nx2n+l 00 f(n) (O>xn
t. — - = _—
arctanx r;() 1 ;} py

em [—1,1]. Logo f)(0) = 0 desde que c2, = 0. Além disso

f2I0) (=)
2n+1)!  2n+ 1’

"@2n+1)! _

entdo f21)(0) = (= P (=1)"(2n)!. Por exemplo, f'(0) =1, f(0) = —2.

= Exemplo 9.4 Seja f(x) =In(1+x), logo

In(1+4x) = i — =

em (—1,1). Assim

() = (ZD" ! 0
e fU(0) = EE—t > 1. Por exemplo, f*(0) =3!=6.

(n) —a)"
Ja vimos que se f(x) =Y, _ogca(x—a)" em (a—R,a+R), entdo f(x) = Y, W'
f @) (e —a)

. Por exem-
n!

Observe que existe fun¢do f(x) infinitamente derivavel tal que f(x) #

f(x)—{ g_? *70

9
,x=0

plo,
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Temos que £ (0) = 0, portanto

= Exemplo 9.5 Ache a série de Taylor de f(x) = ¢* em xp = 0.

Solugdo.

fM(x) =e", = fM(0) = =1,
£ (0)x"

portanto ) > ' =
Cnt1
Cn

1
= lim ——— -n! =0,

n—soo

assimR=o¢el =1R.

x"
Questio 1: ¢* L Yoo emR.
n

Questao 2: Seja f de classe C* em x = a. Quando
= (@) (x—a)"
flx) = ;0 ——— em(@Ra+R)?

Pela defini¢do da soma de uma série a igualdade (9.1) significa que

n ) () (x—
£(0) = tim ¥ SOy 7 ),
k=0

! n—oo

para x fixo. Seja R, (x) = f(x) — T,,(x), assim

lim 7, (x) = lim (f(x) — R,(x)) = f(x) — lim R,(x) = f(x)

n—yo0 n—oo n—o0

se e somente se lim R,(x) = 0 em x. Portanto temos
n—yoo

o X : - 1
Y., =0 —- Procuremos o raio de convergéncia R = 7
n!

9.1

Teorema 9.2.2 Seja f da classe C* em x = a, logo

n!

< () (q)(x—a)"
ﬂﬂ:%f<x )

parax € (a—R,a+R), se e somente se, lim R,(x) =0 para (a —R,a+R).
n—soo
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= Exemplo 9.6

FO(0)*

Temos que Ry (x) = f(x) — Lo ——— = f(x) = ¢ % ndo tende a0 0 se 11 — o. Portanto a

funcdo f ndo coincide com a série de Taylor dela.



